Lineare Algebra I — Priifung Winter 2022 — Prof. Pink

1.

(40 Punkte) Kreuzen Sie auf dem Abgabeblatt ihre Antwort an. Pro Teilaufgabe
ist genau eine der vier Antwortmoglichkeiten richtig. Fiir jede richtig beantwortete
Teilaufgabe erhalten Sie 2 Punkte, sonst 0 Punkte. Bei dieser Aufgabe sollen Sie
die Antworten nicht begriinden.

I) Im Korper Fi3 gilt die Gleichung 2% = 3 fiir
( p g g

(a) x:?
(b) x=6
(c) x=9
(d) =12

(IT) Welcher Ausdruck ist fiir beliebige Aussagen A und B &quivalent zu dem
Ausdruck (A= B)V (B = A)?
(a) A B
(b) Av-A
(c) AvB
(d) (FAVB)A(=BV A)

(IIT) Welche der folgenden Aussagen ist sinnvoll und eindeutig fiir einen beliebi-
gen Korper K? (Es kommt nicht darauf an, ob die Aussage richtig ist.)
(a) Ve e K 3y e K: z =y%
(b) 3z € K: 2* > .
(c) Ve e K~ {0}:e" # 1.
(d) dzeK: x—zx=y—y Vye K.

(IV) Welcher der folgenden vier Ausdriicke ist nicht identisch zu dem Ausdruck
(A — B)? fiir beliebige quadratische Matrizen A und B derselben Grosse?
(a) (B— A)?
(b) A(A—B)+B(B—-A)
(c) A2— AB — BA + B2
(d) A? —2AB + B?

(V) Unter welcher Operation fiir eine Matrix A ist die Losungsmenge der Vek-
torgleichung Av = 0 im allgemeinen nicht invariant?
(a) Die Vertauschung zweier Zeilen von A.
(b) Die Multiplikation einer Spalte mit einem Skalar A # 0.

(c) Die Multiplikation von links mit einer oberen Dreiecksmatrix mit allen
Diagonaleintrégen 1.



(d) Das Ersetzen von A durch die Blockmatrix (2).

(VI) Welche der folgenden Teilmengen ist kein Unterraum des R-Vektorraums
der Zeilenvektoren R3?
(a) {(Il,xg,l’g) € R?) ’ T = 21’2 = 3.133}
(b) {([El,l'g,l'g) eR? | T1Tg = O}
(¢) {(z1,22,73) € R | 2% + 2% = 0}.
(d) {(0,0,2% —y?) | z,y € R}.

(VII) Fiir Spaltenvektoren v,w € R" sei v ~ w durch eine der folgenden Bedin-
gungen definiert. In welchem der Félle liefert dies keine Aquivalenzrelation?

(a) ... eine invertierbare Matrix A existiert mit A - w = v.

(b) ... eine lineare Abbildung f: R™ — R existiert mit f(v) = f(w).
(c) ... ein u € R" \ {0} existiert mit w + u = v.

(d) ... ein z € R~ {0} existiert mit = - w = v.

(VIII) Fiir jeden Unterraum V' C R3
(a) existiert ein Unterraum W C R® mit dim(V + W) = dim(W).
(b) existiert ein Unterraum W C R3 mit VN W = @.
(¢) und jeden Unterraum W C R? gilt |V NW| = cc.

(d) mit dim(V) = 2 existiert ein Unterraum W C R? der Dimension 2 mit
VW] =1.

(IX) Welche Matrix ist die Inverse der folgenden reellen Matrix?

(12)

~~
¥
~—
Wl

=

,\
3

/\\ /\\
e}
=

SN—— —

~
o
N
N
I e
=
V= O
S——— NI O o = NI

O wl—

@ (

(X) Welche der folgenden Abbildungen ist ein Homomorphismus von C-Vektor-
réumen’?

(a) [:C—>C, 2z z.



(b) f:C?— C3, (21, 29) = (21, 20, 1).
(c) f: C? = C? (21, 22) — 2120
(d) f: C? = C? (21,22) — (21 + 122,21 — i22).

(XI) Betrachte die reellen Matrizen

1077 -1 = cos(3) 0 1
A=| & 0 -1 ud  B=| -15 1 =?
1 0 0 1 00

(a) Es gilt det(A*' B'7)
(b) Es gilt det(A?'B'7)
(c) Es gilt det(A?'B'T)
(d) Es gilt det(A?'B7) = 1.
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(XII) Welche der folgenden Aussagen impliziert, dass die Aussage A, fiir alle
ganzen Zahlen n > 1 gilt?

(a) Es gilt Ay und fiir alle k, ¢ > 1 gilt (Ax A Ay) = A
(b) Es gilt A; und fiir alle k, ¢ > 1 gilt (Ax A Ay) = Ape.
(c) Es gilt A; und fiir alle k,¢ > 1 gilt (Ax A Ay) = Ao y30.
(d) Es gilt A; und fiir alle k, ¢ > 1 gilt (Ax A Ap) = Agro
(XIII) Fir die reelle Matrix
1 2 1
0 -1 2
A= 1 1 3
2 2 6

(a) hat das lineare Gleichungssystem Av = 0 keine Losung.

(b) existiert ein Vektor b € R*, so dass das lineare Gleichungssystem Av = b
genau eine Losung hat.

(c) sind die ersten drei Zeilen linear unabhéngig.
(d) erzeugen je zwei Spalten denselben Unterraum wie alle Spalten.

(XIV) Welche Aussage ist richtig fiir das rationale Polynom

2021
P(X) = Y XF = X? 4 X0 4 4+ X+17
k=0

(a) Das Polynom hat genau eine rationale Nullstelle.
(b) Das Polynom hat die Nullstellen —3 und —7.
(c) Das Polynom ist irreduzibel.
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(d) Das Polynom zerféllt iiber Q in Linearfaktoren.

(XV) Fiir die folgenden Vektoren in R* gilt:

3 3 0
—1 0 -2
a= ' b= E c= 9
0 —1 2

(a) Das Erzeugnis hat Dimension 2.
(b) Das Erzeugnis hat Dimension 3.
(c) Es existiert ein Vektor d € R%, so dass {a, b, ¢, d} eine Basis von R? ist.

(d) Die Gleichung aa + b + y¢ = 0 besitzt keine nicht-triviale Losung
(o, B,7) € R®.

(XVI) Welche der folgenden Abbildungen C — C beschreibt die Spiegelung an
der Geraden R - (1 +14)?
(@) z—i-z-1
(b) z+—z-i
(c) z—Zz-i”
(d) z—~i-z-i?
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(XVII) Seien A eine reelle m x n-Matrix und b ein reeller Spaltenvektor, so dass
das lineare Gleichungssystem AX = b genau eine Losung hat. Dann gilt:

(a) A ist invertierbar.
(b) n<m.

(c) Rang(A) =n.

(d) Rang(A) =m.

(XVIII) Die lineare Abbildung f: R® = R3, (z,y,2)— (y — 2,2 —z,2 — ¥)
(a) ist injektiv.
(b) ist surjektiv.
(c) hat Bild der Dimension 2.
(d) hat Kern der Dimension 2.

(XIX) Welche der folgenden Aussagen ist korrekt fiir alle n > 07

(a) Jede n x n-Matrix, die nur den Eigenwert 1 hat, ist &hnlich zur Einheits-
matrix.

(b) Je zwei n x n-Matrizen mit derselben Determinante sind dhnlich.

(c) Die reellen Matrizen (i - 0;;)1<i j<n und ((n — ) - 6;;)1<i j<n sind @hnlich.

4



(d) Sind zwei n x n-Matrizen A und B &hnlich, dann sind auch die Matrizen
A? 4+ A und B? + B #hnlich.

(XX) Fiir jede reelle 3 x 6-Matrix A vom Rang 3 gilt:

(a) Es existiert eine von Null verschiedene reelle 3 x 3-Matrix B mit BA = 0.

(b) Es existiert ein Spaltenvektor b € R?, so dass das lineare Gleichungssy-
stem Av = b keine Losung hat.

(c) Fiir die lineare Abbildung La: RS — R3, v +— Av gilt dim(Bild(L,)) =
dim(Kern(Ly)).

(d) Je drei Spalten von A sind linear unabhéngig.



Betrachte die durch Linksmultiplikation mit der Matrix

1
A= 0
-1
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gegebene lineare Abbildung L4: R* — R3.

(a) (3 Punkte) Fiir welche Werte von h € R ist L4 surjektiv?
(b) (3 Punkte) Fiir welche Werte von h € R ist L, injektiv?

(c) (4 Punkte) Bestimme im Fall h = 2 eine Basis von Kern(L,).
(d) (3 Punkte) Ergiinze diese zu einer Basis von R%.

(e) (3 Punkte) Gib ein Beispiel eines lineares Gleichungssystems mit 2 Gleichun-
gen, 5 Unbekannten, und keiner Losung.



Sei K ein Korper und P, C K[X] der K-Unterraum aller Polynome vom Grad < n.

(a) (2 Punkte) Gib die Definition einer geordneten Basis eines K-Vektorraums
V an.
(b) (2 Punkte) Gib eine geordnete Basis von P, an. (Ohne Beweis)

(c) (4 Punkte) Zeige, dass die folgende Abbildung linear ist:
T:P,— P, f(X)— f(X+1)— L.

(d) (6 Punkte) Bestimme die Darstellungsmatrix von 7" beziiglich der geordneten
Basis in (b).

(e) (2 Punkte) Ist T ein Isomorphismus, und warum?



Sei A = (aij)1<ij<n €ine n x n-Matrix iiber einem Kérper K mit n > 1.

(a) (2 Punkte) Gib die Leibnizsche Formel fiir det(A) als Polynom in den Koef-
fizienten an.

(b) (3 Punkte) Gib drei allgemeine Grundeigenschaften der Determinante an.

(c) (3 Punkte) Zeige, dass A nicht invertierbar ist, wenn det(A) = 0 ist.

(d) (8 Punkte) Berechne im Fall a;; = 277 € R die Determinante der Matrix
B:=A+1,.



Betrachte einen K-Vektorraum V' und eine lineare Abbildung f: V — V.

(a) (2 Punkte) Gib die genaue Definition von Eigenwerten und Eigenvektoren
von f an.

(b) (4 Punkte) Zeige, dass je zwei Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
linear unabhéngig sind.

(c) (4 Punkte) Sei A eine n x n-Matrix iiber K, und v € K™ ein Eigenvektor
von A zum Eigenwert \. Zeige, dass v fiir jede natiirliche Zahl £ > 0 ein
Eigenvektor der Matrix A¥ zum Eigenwert \* ist.

(d) (3 Punkte) Sei A eine n x n-Matrix iiber K, die die Gleichung A?0?! = 42022
erfiillt. Zeige, dass 0 und 1 die einzigen moglichen Eigenwerte von A sind.

(e) (3 Punkte) Entscheide, mit vollstandigem Beweis, ob die Matrix

1
1
-1

S = O
S = O

iiber Q die Gleichung in (d) erfiillt.



